Ejercicios del Tema de Integrales
Calculo Diferencial e Integral Il

1. a) Sean A y B dos conjuntos no vacios de numeros reales, tales que BC Ay A esta
acotado superiormente. Demostrar que B estda acotado superiormente y que

supB <sup A

b) Sean A y B dos conjuntos no vacios de nimeros reales, tales que BC Ay A esta
acotado inferiormente. Demostrar que B esta acotado inferiormente y que inf A<inf B

2. Sea f una funcion acotada superiormente sobre el intervalo cerrado [a,b] y [c,d]c[a,b].
a) Demostrar que f esta acotada superiormente sobre [c,d].

b) ;Cual relaciéon se puede establecer entre los siguientes conjuntos {f(x):chéd} y

{f(x) asx< b}? :Son acotados superiormente estos conjuntos? Si es asi, jcual relacion
entre sus supremos correspondientes puede establecerse?

3. Sea f una funcion acotada inferiormente sobre el intervalo cerrado [a,b] y [c,d]<[a,b].
a) Demostrar que f esta acotada inferiormente sobre [c,d].

b) ;Cual relacidon se puede establecer entre los siguientes conjuntos {f(x):chSd} y

{f(x) asx< b}? :Son acotados inferiormente estos conjuntos? Si es asi, ;cual relacion
entre sus infimos correspondientes puede establecerse?

4. Sea f :[a,b] > R una funcion acotada.
a) ; Qué se entiende por una P particion de [a,b] ?.
b) ; Qué se entiende por una Suma Superior de f para P particion de [a,b] ?.
c) ¢ Qué se entiende por una Suma Inferior de f para P particion de [a,b] ?.
d) ;Cuando se dice que f es integrable en [a,b] ?.
)

e) De acuerdo con el criterio €-P particion, ;Cuando se dice que f es integrable en

[a,b] ?

5. Sea f :[a,b] >R una funcion acotada.
a) ; Cuantas particiones puede tener el intervalo [a,b] ?.

b) ; Cuantos puntos como minimo puede tener una particion de [a,b] ?.

c) ¢ Cuantos puntos como maximo puede tener una particion de [a,b] ?.

d) ; La union de dos particiones de [a,b] es una particion de [a,b] ?.

e) Si f es continua en [a,b] ; Quiénes serian m; y M; en cada subintervalo de una
particion de [a,b] ?.



6. Sea f una funcién acotada sobre el intervalo cerrado [a,b] y sean P y Q dos particiones
del intervalo cerrado [a,b] talesque P Q y Q tiene exactamente un punto mas que P .

Demostrar que U (f,P)>U(f,Q).

7. Calcular la suma superior e inferior para cada una de las siguientes funciones en el intervalo

indicado. Utilizar una particion P de 5 elementos tal que cada intervalo cerrado generado
por la particion tenga la misma longitud.

f(x)=xen [1,3] £(x) 1. [3,5] f(x)=xen[2,5] | f(x)=x"en][0,4]
X

8. a) ;Qué funciones definidas en un intervalo cerrado [a,b] , tienen la propiedad de que toda
suma inferior es igual a toda suma superior?
b) ;Qué funciones continuas en un intervalo cerrado [a,b] , tienen la propiedad de que
todas las sumas inferiores son iguales?

9. Sea b>0. Usar el criterio de integrabilidad de f sobre [a,b]. Demostrar que:

bx . b? bx? . b? b3 2dx = p?
a) J.Ogdx_E b) J'O?dx_€ c) IO x“dx

n(n+1)
2

n n
Sugerencia: usar Zi = ,vneN o Ziz = W,Vn e N segln sea el caso.
=) =)

10. Obtener sin hacer calculos complicados, pero explicando detalladamente cada uno
de sus argumentos, la relacion entre las integrales de cada inciso (observa la simetria de
las funciones):

i) J':xlel—xzdx y i) J._sz“\/l—xzdx y i) '[_33x8x/1—x2dx y
J.;XZN/].—XZdX Iozx“\/l— x2dx J‘;xsxll—xzdx

11. Decidir cuales de las siguientes funciones son integrables sobre [0,2]. Argumentar su
respuesta en términos de la definicion de integrabilidad de una funcion en un cerrado [a,b].
Calcular la integral cuando sea posible.

) 1
OsiXx#—
i) f(x)= 2 i) (x)=[x]+x
] 1
2SI X=—
1, si x es irracional ) ,si0< 2
i) =] o e iv)  fo)=40 XS
0, si x es racional 0.5, six=2




12. Sean f :[a,b] >R y g:[a,b] > R funciones acotadas. Analice las siguientes proposiciones
y justifique sus respuestas detalladamente.

a) Si f+g esintegrable sobre [a,b], entonces f y g son integrables sobre [a,b].
b) Si fg es integrable sobre [a,b], entonces f y g son integrables sobre [a,b].

c) Si f—g esintegrable sobre [a,b], entonces f y g son integrables sobre [a,b].

13. Demostrar. Si a<b<c<d y f es integrable sobre [a,d], entonces f es integrable sobre
[b,c].

b
14. Demostrar. Si f es integrable sobre [a,b] y f(X)>0 V x[a,b], entonces J‘ f>0
a

15. Demostrar. Si T y g son integrables sobre [a,b] y f(X)>g(X) V xe[a,b], entonces
I
J.a o Ja g-

16. Demostrar.

a) Si f esintegrableen[a,b] y m<f(X)<M,Vxe[a,b], entonces existe un

b
numero 4 tal que If(x):(b—a)y , con. m<u<M.
a

b
b)Si f escontinuaen [a,b] entonces existe £ €[a,b] tal que I f(x)=(b—-2a)f ().

c) De un modo mas general, supongase que f es continua en [a,b] y que g es
b b
integrable y no negativa en [a,b] , entonces I f(X)g(x) dx = f (g")_[ f (x) dx.
a a
(Este resultado recibe el nombre de Teorema del Valor Medio para integrales).

17. Demostrar. Si f es integrable sobre [a,b] entonces |f| es integrable sobre [a,b].
Recordar que | f|(x)=|f (X)|, V xe[a,b].

b

<[l f(t)dt .

a

18. Demostrar. Si f es integrable sobre [a,b], entonces

T f(t) dt

19. Demostrar. j: F(x) dx = j::(f f (x—c) dx

Sugerencia: Toda particion P = {to,---,tn} de [a,b]da origen a una particion

P'={t6,---,tr’]}={t +C, -ty +C} de [a+c,b+c] y viceversa.



20. Demostrar que

al bl abl
{Edt+{fdt:£fdt

dt =

—| =
t_.g_
—| =

a
Sugerencia: Puede escribirse I dt . Pues Toda particion P :{to,---,tn} de [1a]
1

da origen a una particion P’'=

—_—— O

té,---,tr']}={b'[0,“-,btn} de [b,ab] vy viceversa.

21. Demostrar. J.CC: f (x) dx :CI: f(cx) dx.

Obsérvese que se trata de un caso particular del ejercicio anterior.

22. Sea b>0. Supongase que f es una funcién integrable sobre [-b,b].

b b
a)Si f esuna funcion par, demostrar que J._b f (x)dx = 2.[0 f (x)dx

b
b) Si f es una funcién impar, demostrar que J. ) f(x)dx=0

23. Suponer que f es no decreciente sobre [a,b] . Observar que f estd automaticamente
acotada sobre [a,b] , yaque f(a)< f(x)< f(b),Vvxe[a,b].
a)sSi P= {to,---,tn} es una particion de [a,b], determinar L(f,P) y U(f,P)
b) Suponer que —t,_; =0 paratodo i = 1...n, (esto significa que todos los intervalos

i
tienen la misma longitud). Demostrar que U(f,P)—L(f,P)=9[f(b)- f(a)]

c) Demostrar que f es integrable en [a,b].

d) Dar un ejemplo de una funciéon no decreciente sobre [0,1] que sea discontinua en un
numero infinito de puntos.

24. Sea f definida en el intervalo cerrado [0,1] cuya regla de correspondencia es:

. 1
1, six=—,neN
F(x) = i X - IS

0, en cualquier otro caso
;Es T integrable en [0,1]? Si la respuesta es si, calcular la integral.
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